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A PRIMEK FOKOZATOS SZURESE

Mivel i>2 esetekben a P; primszam az 1.1. Kovetkezmény szerint Pz vagy Py tipusu lehet, a sziirést
minden fokozatban a B=6nz+1 és az F=6np+5 sorozat-halmazban is el kell végezni. Ha a primeket a
sorozat-halmazokon beliili npp , illetve npp sorszamaik reprezentaljak, akkor fokozatos sziirésiik az
Osszetett szamok np; , illetve ngs sorszamainak a ki nem szlrheto elemektol vald fokozatos elkiilonitését
jelenti. Fokozatos elkiilonités alatt az Osszetett szamokat reprezentdld sorszamok diszjunkt végtelen
szamtani sorozatainak fokozatonként végzett megjelolését/torlését értjiik.

A primek fokozatos sziirése tehat olyan algoritmus, amellyel a potencialis primeket reprezentald
np és nr sorszamok halmazara alkalmazott eratoszthenészi szita -, illetve a sorszamokra modositott CPS -
altal meghatarozott sorozatokat diszjunkt részsorozatokra konvertalva, majd ezeket fokozatosan elhagyva,
lehetdség nyilik a szlirési fokozathoz rendelt kiiszobérték felett a fokozattal bezardlag kisziirhetd és ki nem
szlirhetd tagok atlagos stiriségének szamitasara.

Fokozatos sziirés alkalmazasa a primeket nem reprezentalé elemeknek a potencialisan
primeket reprezentalo elemek halmazatol valo elkiilonitésére

A primek fokozatos szirésének muveletéhez kapcsolddd alapfogalmak

1. DEFINICIO i >3 esetben az i. szlrési fokozat periodus-parjai a megegyezo
ng és np sorszamok egymast kovetd, egyenként
(fl) Ai :P3P4...Pi :AHP,' :A,‘B:Aﬂ?

tehat osszesen 24; elemszamu (mAd;+k; , (m+I1)A;+k; intervallumai, ahol m minden egész értékét
felveheti, de m # -1, és A; > k;>J; , amit a 2. Definicié hatdroz meg. Az np €s ny sorszamok periddusaiban
a fokozattal bezardlag ki nem sziirt elemek strlisége, illetve szdma megegyezik, hasonléan a kiszlrt
elemek striiségéhez, illetve szdmahoz:

m = -1 esetben az np és np sorszamok (-4;+k; , k;/ intervallumai nem tekintheték az i. sziirési
fokozat periodus-parjanak, mivel azokon beliil — a (-(J;+1), J;) intervallum-parban primeket reprezentald
elemek miatt — az i. fokozattal bezardlag ki nem szilirt elemek szama nagyobb, mint a fokozat periddus-
parjaiban.

Az i. szlrési fokozathoz az np €és np sorszamokat 4; kiilonbségli szamtani sorozatokba rendezziik,
ezért ez lesz a fokozatban kiszilirt végtelen szamtani sorozatok kiillonbsége is. A fokozat periodus-parjaiba
igy a fokozatban kisziirt (sorszdm-)sorozatok egy-egy tagja tartozik.

A sorozat kiilonbség reciprokanak jelolésére alkalmazzuk a v; szimbdlumot:
(f2) Vi = ]/A, = 1/(A,_1Pl) =V;p = Vi

2. DEFINICIO Az i. sziirési fokozat (md;+J; , (m+1)4;+J;] periodus-parjainak
J; kﬁszﬁbért*éke:
f3) 0=k <J; =1int/P;/6] <k;<4; ,ahol P; pozitiv primszam, J; pozitiv kiiszobérték.

A periodus-parok negativ kiiszobértéke az i. sziirési fokozatban:
(f4)  -(Ji+1) = -int/(P;+6)/6]

Mig az (mdi+k;, (m+1)A;+k;] ng és np sorszam-intervallumok bizonyosan az i. sziirési fokozat
periddus-parjai, m = 0, -1 esetekben a (ki*, Ai+k,~*], illetve (—Ai+k,~*, ki*] sorszam-intervallum parok nem
tekinthetok periodus-paroknak. Ezekben az i. fokozatban kisziirhetd nggs; €s np; elem-0sszegek paratlanok,
¢s I-gyel kevesebbek, mint a fokozat periddus-parjaiban.

3. DEFINICIO Az egyes szlrési fokozatokkal bezardlag kiszlirt, megegyezo
kiilonbségli sorozatok parosithatok: ezek fele a (4) szerinti B, fele pedig az F végtelen szamtani sorozatban
eléforduld Osszetett szamok miatt keriil kiszlirésre az np , illetve az np sorszamok koziil. A sorozat-tag
parok szamtani kozépértékei 3-mal oszthatdk, melyek igy az utoljara alkalmazott (i.) sziirési fokozat
egymast kovetd fél periddusaiban valtakozva az ny, illetve az np sorszdm-sorozatba tartoznak.
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Az m = 0, -1 esetek kivételével m egész értékei mellett az i. szlirési fokozattal bezardlag kiszirt
(valamint a ki nem sziirt) ng és np sorszam-sorozat parok /mA;, mA;+A4;) — 6sszesen 24; — elemszamu
periddus-parjaiba tartozd paros-paros, vagy paratlan-paratlan tag-parjainak szdmtani kozépértékei a
tilkorpontok, amelyek np sorszam elemek. Szamértékiik:

(f5) i = to; + md,; , ahol 6t,.; = Dy, = 6ty; + m Py P> 4; , mivel
(f6) tosi = (A,—I)/Z 6ty = Dy = 3(A,—1) (m=0)

A t,; tikorpontok szadmtani kozépértékei azoknak az i. sziirési fokozat periddus-parjaiban a
fokozattal bezardlag kiszlirt, valamint ki nem szlirt (np ; np) sorozat-tag paroknak is, amelyek egyikének
szamértéke m>0 esetekben J; -nél nagyobb és #,,; -nél kisebb, illetve m<-1 esetekben -(J;+1) -nél kisebb ¢€s
twsi -nél nagyobb.

Az [mAi-(Ai+1)/2, mAi+(A-1)/2) és (mAi-(A;+1)/2, mA;+(4;-1)/2] intervallum-parba tartozo,
az i. fokozattal bezarolag kisziirt, valamint ki nem szirt np , illetve np sorozat-tagok szamtani kozépértékei
— m minden egész érteke mellett — mA; szamértékii n4 sorszam elemek. A tag-parok szamértéke paros-
paratlan.

Az mA; szamértékli np sorozat-tagok €s ennek megfelelden az mA;-1 szamértékii ny sorozat-tagok az
i. fokozattal bezarélag nem keriilnek kisziirésre.

4. DEFINICIO Nevezziik az i. szurési fokozat szimmetrikus peridodus-parjainak

1. az m = 0, -1 esetek kivételével m egész értékei mellett az ng €s np sorszamok [mA; , mA;+4;)
Osszesen 24; elemszamu intervallum-parjait, illetve

2. az m = 0 eset kivételével m egész értékei mellett az ng sorszamok [mA-(A+1)/2, mA+(A;-1)/2) és
az np sorszamok (mAdi~(A+1)/2, mA+(A;-1)/2] szintén Osszesen 24; elemszami intervallum-
parjait.

Az 1. alatt jelzett intervallum-parok m = 0, -1 esetekben, valamint m = (0 esetben a 2. alatt jelzett
intervallum-pér nem tekintheték szimmetrikus periddus-paroknak, mivel benniik az i. fokozattal bezarolag
ki nem szlrt elemek szdma nagyobb, mint a fokozat periddus-parjaiban.

5. DEFINICIO Az i. sziirési fokozat szegmenseinek nevezzilk a fokozatot
megelézdéen még ki nem sziirt ng €s np sorszdmok [0, 4,+;) intervallumaiba tartozd, az algoritmus szerint
rendezett P; szamu sorait.

A szegmensek sorait 4; kiilonbségli végtelen szdmtani sorozatok elsdé P;+; szdmu tagjai alkotjak.

A sorok azonos sorszamu tagjainak 4;; kiilonbségli, P; tagszdmu szamtani sorozatai a szegmensek
oszlopai.

Az np és np sorszamok [0, 4;4+;) intervallumaiban az (i-1). sziirési fokozattal bezarolag ki nem sziirt
elemek — a (0; J;.;] részintervallumok ki nem sziirhetd elemeitdl eltekintve — igy z; szdml szegmensbe
sorolhatok. A jelzett részintervallumok ki nem sziirt, primeket reprezentalé elemei nem tartoznak a
szegmensekbe, ennek megfelelden a sorszamokra adaptalt CPS-ben megjelolt sorszamok halmazaba sem.
Minden i > 3 esetben a szegmensek szidma:

(f7) 3i = (Pg—])(Pr])...(P,;]-]) :Z,-_1(P,-_1—1) = 2ZiB: 2ZiF

6. DEFINICIO Az i. sziirési fokozatban minden szegmensbdl, annak P; szdmu sora
koziil 1 sor keriil kisziirésre, amely kiszlrt végtelen sorszdm sorozat elsé P;;; szamu tagja. Eszerint az i.
sziirési fokozatban Kisziirt sorozatok szama, megegyezden a periédus-paronként Kkisziirt elemek
szamaval:

(fg) K; =Z = 2K,‘B = 2KiF

Valamely sziirési fokozatban a kiszlirésre keriilé sorozatok kezdd sorozata a legkisebb pozitiv
tagot tartalmazo sorozat. Ez a tag azonban nem szlirhetd ki, mivel primet reprezental: J; = int/P; /6]
A kezd6 sorozat 2. tagja (4,+J;) a (0, 4,/ intervallum-paron kiviil van, igy ebben az i. fokozatban kisziirt
elemek szdma:
(fg) K*i = Kj -1 = K*iB + K*,'F , ahol | K*iB' K*z'Fl =1
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7. DEFINICIO Az i. szlirési fokozatban a kiszlirt végtelen szdmtani sorozatokkal
megegyez0 kiillonbségli ki nem sziirt sorozatok szama:

(f10) #n; = zir1 = (P>-1)(P3-1)...(Pi-1) = zi(Pi-1) =21 = 2nir

8. DEFINICIO A pozitiv primek sziirésének i. fokozatdban az ng €s ng sorszamok

koziil a P-vel oszthatdo szdmokat reprezentdld, a megel6zd fokozatokban még ki nem szlirt elemeket
szurjik ki. Ezért az i > 3 szlirési fokozatokban az np; Kisziirésre keriil6 legkisebb pozitiv elem:

(f11)  tyi=3 = (P3Ps..Pr1)/2 > ng = (PP-1)/6 > J; = int/P; /6] , tehdt pl.:
tos = (5-1)/2 =2 <ng =P16=4 > J; = int/5/6] =0 ,de:
ty = (5%7-1)/2 =17 >ng, =(PF1D6=8 > J, = int/7/6] =]
tys = (S*7*11-1)/2 =192 >ngs =(PS-1)/6=20 > Js=int[11/6] =1
tos = (5*7*11*13-1)/2 =2502>ngs = (Pi-1)/6=28  >Js=int/13/6] =2

Az i. fokozataban kisziirésre keriil legnagyobb negativ elem: -(np;+1)

9. DEFINICIO Az i. sziirési fokozat periodus-parjainak s; sorszama azoknak az
((si-1)Ai+k; , i Ai+kg] ngés np periodus-paroknak a sorszama, amelyeknél
(f12) si=m+1=1,2, . és

(f13) 0<Ji<kg<np= (Pi -1)/6

Az i. szlirési fokozat 1. periédus-parja tehat az ng és ny sorszdmok (ks; , A;+k;/ intervallum-parja.
Ha csak a J; < kj; feltétel teljesiil, a fokozatban kiszlirt x; szamu végtelen szamtani sorozat egy-egy pozitiv
tagja ugyan eleme lesz a fokozat ((s;-1)4;+ks; , s:d;+kg] ngés np periddus-parjainak, de a fokozatban kisz{irt
minden pozitiv sorozat tag bizonyosan csak akkor eleme a periddus-paroknak, ha a ky; < np; korlatozas is
teljestil.

10. DEFINICIO ¢s ESZREVETEL

Az np , illetve np sorszdmok meghatarozott intervallumaiban a kiszlirhetd, illetve ki nem sziirhetd
elemek atlagos siiriisége ezek szamanak és a megfeleld intervallumok 0sszes elemszdmanak a hanyadosa.

A ki nem sziirheté np , iletve nr elemek megfeleld sorszam sorozaton beliili dtlagos siiriiségének
jelolése: rp , illetve rp . Ezt a figyelembe vett intervallum megjelolése mellett kell alkalmazni. Az
intervallumtol fliggden kétféle stiriséggel szamolhatunk:

- rog , illetve rgp atlagos stiriség: 0-t6l a megfeleld sorszam-intervallum hatarig ki nem szirt
sorszamok szdmanak (up, illetve uyr) és az intervallum hatar abszolut értékének a hanyadosa;
- reg, illetve r.p a szlirés meghatarozott periddusan, illetve periddusain beliili atlagos stirtiség.

Azonos sorszam-intervallumon beliil altaldban g # ur és ezért rg# rr, de ug~ur és igy rg~ rp, ha
a sorszam-intervallum elegendden nagy. Az észrevétel altalaban az i. sziirési fokozattal bezardlag ki nem
szirt npg . iletve nr elemekre is fennall: HoiB ?5 MoiF és roiB ?5 roiF , de MoiB ~ KHoiF és roiB ~ YoiF

Az i. sziirési fokozat nem egész szamu peridodus parjaiban a fokozattal bezarélag ki nem sziirt
ngp_, iletve np elemekre szintén p.ip # Heir €S reip # Feir , de az egész szamu periédus-parokban a paros
kisziirés miatt: g, = Wcirp €S Feipp = Feirp

m(x)-szel jeldlve az x-nél nem nagyobb primek szamat és figyelembe véve, hogy P; és P, nem
eleme sem a 7mp(x), sem a wx(x) halmaznak:

(f14) =(x) =mp(x) t7mpkx) +2= n*(x) + 2 , ahol & (x)/2 7p(x) # wp(x) ~ 7 (x)/2

(ﬂS) n(x)/x = S()x = SOBx + SOFx + 2= S*()x + 2/x ahol S Ox /2 ~ SOBx 7/: SOFx ~ S Ox /2

(f16) Sope = mp(x)/x ~ 1tp(6n)/6n , ahol ng(x) = mp(6n) és int/(x-1)/6] = n , tehat x ~ 6n

(f17)  Sope = 7mr(x)/x ~ tr(6n)/6n , ahol mp(x) = mp(6n) és int/(x-5)/6] = n , tehat x ~ 6n
Végezzik el azn = np; = ny; = (P,-2—1 )/6 , valamint az x ~ 6n = 6n,4; = A; helyettesitést:

(f18)  Sppi = mpi/A; , ahol mp; = ny; rop; = 6n4; Soi

(f19) Sori = mri/A4; , ahol g = ny; ropi = 6ny4; Sori

A [0, ny;) sorszam intervallum-par ki nem szlirt elemeinek, illetve a /0, 4;) szdmintervallum P;-t6l
¢és P»-t6] kiilonb6zo primjeinek szama:
(20) =, =m (4) = m - 2 = na(rosi + ror) = Ai(Sosi + Sori) = Ai S oi
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11. DEFINICIO A kisziirt és ki nem szlirt elemek el6fordulasanak gyakorisiga ezek
periodus-paronkénti, illetve periddusonkénti szamanak ¢és a periddus-par, illetve periodus Osszes
elemszamanak a hanyadosa.

A gyakorisag jelolésében fel kell tlintetni az aktudlis, vagy az utoljara alkalmazott sziirési
fokozatot, ami a periodus-par, illetve periddus elemszamat is meghatdrozza. A ki nem sziirt elemek
gyakorisdga, ami a szlirési fokozat periddus-parjaiban, illetve periddusaiban megegyezik, mindig nagyobb,
mint ugyanezekben az intervallumokban a ki nem szlirhetd elemek atlagos stirlisége. Ez utobbi azonos
elemszamu intervallumonként csokkend tendenciaju.

12. DEFINICIO Az utoljara Kisziirt np illetve nr sorszam-elemek gyakorisaga
(@i = pip_= pir): az i. sziirési fokozatban kiszlirt sorozatok tagjainak gyakorisaga a fokozat ng és np
periddus-parjaiban, illetve ng vagy np sorszdm-periodusaiban (i>2).

Az i. szlirési fokozat ng és np periddus-parjaiba (24; elemszam) az utoljara (i. fokozatban) kiszirt
valamennyi (x; szamu) sorozat egy-egy tagja tartozik. Mivel a B és F' sorozat kiszlrt tagjai, illetve a tagok
sorszdmai az np €s np periddus-parokban parosithatok, igy:

(f21)  pi = pip = pir = z/24; = k;/2 = (P3-1)(Ps-1)...(Pi.;-1)/(P3Py4...P;) = (]/P)H(le D/Pi.;

13. DEFINICIO Az i-edik sziirési fokozattal bezirolag Kisziirt np és nr_sorszam-
elemek gyakorisidga (p;y = pipy = piry): az i. szlirési fokozatot megel6z6 fokozatokban mar kisziirt
valamennyi np és np sorozat-tag gyakorisdganak és az — i. sziirési fokozatban — utoljara kiszlrt tagok
gyakorisaganak 0sszege a fokozat npz €s np periodus-parjaiban, illetve nz vagy ng sorszam-periédusaiban
(>2):
(f22) pis  =pisy =pirs =pipy tpi =
= 1/P; + (P3-1)/(P3Py) + (P3-1)(P4~1)/(P3P4Ps) +... + (P3-1)(P4-1)...(Pi;-1)/(P3Py...P)=
=1+ [-(P3-1)/P;3 + (P3-1)/(P3Py)] + (P3-1)(P4+1)/(P3P4Ps) + ... + (P3-1)(P4-1)...(Pi.;-1)/(P3Py...P;)=
=1+ [-P4(P3-1)/(PsPy) + (P3-1)/(PsP,)] + (P3-1)(P4-1)/(P3P,Ps) + ... + (P3-1)(P4-1)...(Pi.;-1)/(P3Py...P)=
=1+ [-(P3-1)/(P3Py)] (Ps+1) + (P3-1)(P41)/(P3P4Ps) + ... + (P3-1)(P4-1)...(Pi.;-1)/(P3Py...P;)=
=1+ [-(Ps-1)(P+1)/(P3Py) + (P3-1)(P4-1)/(P3P4Ps)] + (P3-1)(P4-1)(Ps-1)/(P3P4PsPs) + ...
o+ (P3-1)(P4-1)...(Pi;-1)/(P3Py...P) =
= 1 + [-P5(P3-1)(P4-1)/(P3P4Ps5) + (P3-1)(P4-1)/(P3P4Ps)] + (P3-1)(P4-1)(Ps5-1)/(P3P4PsPg) + ...
o+ (P3-1)(P4-1)...(Pi;-1)/(P3Py...P) =
=1+ [-(P5-1)(P4-1)/(P3PP5)] (Ps-1) + (P3-1)(P4-1)(Ps-1)/(P3P4PsPg) + ...
w v (P3-1)(P41)...(Pi.;-1)/(P3Py...P;) =
=1 + [-(P3-1)(P41)(Ps-1)/(P3P4Ps) + (P3-1)(P41)(Ps-1)/(PsP4PsPg)] +...
w v (P3-1)(P41)...(Pi.1-1)/(P3Py...P) =
=1+ [-(P3-1)(P41)...(Pi.;1-1)/(P3Py...Pi.;) + (P3-1)(P4-1)...(P.;-1)/(P3Py4...Pi. 1 P)] =
=1+ [-P(P3-1)(P4-1)...(Pi.1-1)/(P3Py...P.1P;) + (P3-1)(P41)...(Pi.;-1)/(P3Py...P1P))] =
=1+ [-(P3-1)(P41)...(Pi.;-1)/(P3Py...Pi.iP)] (Pi-1) =1 - (P3-1)(P41)...(Pi-1)/(P3P,...P;) =

=] -Zi+1/2Ai= 1 -Ki+1vi/2 =] -H(Pl‘- ])/Pl
i=3

A kiszilrt tagok eléfordulasanak gyakorisadgat a ki nem sziirt tagok gyakorisaga egésziti ki az np és
nr sorszam-periddusokban, illetve a periodus-parokban /-re.

14. DEFINICIO A ki nem sziirt np és nr sorszam-elemek gyakorisaganak valtozasa
(Bi_= pip_= Pir) az utoljara alkalmazott (i.) sziirési fokozatban: az i. sziirési fokozat sorszam-
periddusaiban, illetve np és ny periddus-parjaiban a ki nem szlirt sorozat-tagok gyakorisdganak csokkenése:

(f23)  pi=pip =Ppir = - pi = - z/24; = - kvi/2 = -(1/P)IN(P;.1-1)/Pi.;
i=4
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15. DEFINICIO Az i-edik sziirési fokozattal bezarolag ki nem sziirt ng és np
sorszam-elemek gvakorisaga (f;y = Bigy = Biry): az i. szlirési fokozatot megel6z6 fokozatokban még ki

nem szlrt sorozat-tagok gyakorisagdnak az — i. szlirési fokozatban — utoljara kiszlrt tagok gyakorisagaval

csOkkentett értéke: ;
(f24) ﬁiZ = ﬁiBZ =ﬁiFZ =/3(i-1)2 +ﬁi =1- Pa-1D)y - Pi = 1- Piy = Zi+1 /2Ai = Kj+] Vi/2 = 1;[3(1’,- '1)/Pi
(f25)  2Bis = Pigs + Pirs =Treip = 2H(P,~l)/P,~ = 3H(P,~ -1)/P;=ry; = T/ ~ 3L(P-1)/P = 2f35
(f26) figs =reigp = roi = Tpi /Nai = =2 Pz
(27)  Birs =Feirp = Fori = TR /Ny, i i
(28) S'pi= wi/di =ngre/di  =rp/6 = (1/3)I(P;-1)/P; = (1/2)I1(P;-1)/P; ~ fs/3
_ i=3 . i=2
(99) S()B,' = Tg; /A,' = Ny I’()B,'/A,' = I’()B,'/(S: (1/6)H(P,~—1)/Pi = (]/4)H(P,~—1)/P,’ ~ KBﬁz/6
=3 i=2 .

(f30)

S0Fi = TF; /Al = Ny 7'0F,'/A,' = l"o}?‘,'/6Z (1/6)H(P,-])/Pl = (1/4)H(Pl -])/Pl ~ KFﬁZ/6
i=3 i=2



